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Abstract

This paper presents a study of the didactic phenomenon of lack of visibility and
irrelevance of functional modelling (FM) in the transition between secondary and
university, by relating it with the «official» raison d'étre (rationale) that the
curriculum documents currently assigns to the elementary differential calculus
(EDC). Based on the analysis of the didactic transposition of the EDC, we propose
general criteria which should satisfy a reference epistemological model that
redefines the FM and assigns to the EDC an alternative raison d'étre to the official
that will be more compliant with the role that it plays in the scientific activity. In this
paper we present the answers provided by the Portuguese educational system, but
we have collected answers and similar data from educational systems of other
countries (France, Spain and Brazil).

Keywords: Functional modelling, elementary differential calculus, reference
epistemological model, raison d’étre
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Resumen

En este trabajo se estudia el fendmeno didactico de la falta de visibilidad e
irrelevancia de la modelizacion funcional (MF) en la transicion entre la ensefianza
secundaria y la universitaria, relaciondndolo con la razon de ser «oficial» que los
documentos curriculares asignan actualmente al calculo diferencial elemental
(CDE). En base al anélisis de la transposicion didactica del CDE, proponemos los
criterios generales que deberd cumplir un modelo epistemolégico de referencia que
redefina la MF y asigne al CDE una razdn de ser alternativa a la oficial que sea mas
acorde con el papel que este desempefia en la actividad cientifica. En este trabajo
presentamos las respuestas que proporciona el sistema educativo portugués, pero
tenemos recogidas respuestas y datos semejantes de sistemas educativos de otros
paises (Francia, Espafia y Brasil).

Palabras clave: Modelizacion funcional, calculo diferencial elemental, modelo
epistemoldgico de referencia, razén de ser
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n las investigaciones llevadas a cabo en el ambito de la teoria

antropolégica de lo didactico (TAD) en el que se sitla este trabajo,

se distingue entre la razén de ser «oficial» que la institucion escolar
asigna a un ambito de la matematica escolar, esto es, las funciones que le
asigna en la practica, de otras posibles razones de ser alternativas. Esta
distincion se debe a que, en base a una investigacion didactica en la que
esté involucrado dicho ambito, es posible que se sienta la necesidad de
postular una razén de ser distinta de la que le asigna el curriculo oficial, lo
gue comportara una modificacion profunda de las cuestiones y de las tareas
gue habitualmente se suponia que daban sentido al estudio de dicho ambito
en determinado nivel educativo.

La nueva razdn de ser provocara, inevitablemente, una reformulacion y
hasta una nueva definicion, de la estructura de dicho &mbito y de su
relacion con el resto de las organizaciones matematicas escolares hasta el
punto que, muchas de las citadas investigaciones pueden interpretarse
(aunque no sea ésta la Unica interpretacion posible) como la asignacion a
cierto ambito de la matematica escolar, por parte de un modelo
epistemoldgico de referencia (en adelante, MER), alternativo al modelo
epistemoldgico dominante en la institucion en cuestion, de una razén de ser
distinta de la que se le asigna oficialmente. Asi, por ejemplo, podemos citar
los siguientes &mbitos a los que se les ha asignado, en diferentes trabajos,
una razon de ser alternativa:

a) Bolea (2002) y Ruiz-Munzo6n (2010), para superar las limitaciones
del algebra como aritmética generalizada, situaron la razon de ser
del algebra elemental en el &mbito de la modelizacién algebraica.

b) Garcia (2005) super6 el aislamiento de la proporcionalidad
situando su razén de ser en el ambito del conjunto de relaciones
funcionales elementales.

¢) Sierra (2006), para articular la designacion de los naturales con la
economia y fiabilidad de los algoritmos, situ6 la razén de ser de los
sistemas de numeracion en el &mbito del calculo aritmético.

d) Cid (2016) para superar las contradicciones originadas por los
modelos realistas (también denominados modelos concretos) de los
nameros negativos, situd la razon de ser de los mismos en el &mbito
del algebra elemental.
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e) Licera et al. (2011) para superar el fendmeno de la ocultacion
escolar de la problematica en torno al uso de los nimeros reales
situaron la razén de ser de estos en el &mbito de las magnitudes
continuas.

En cada caso el MER construido por los investigadores constituye una
conjetura o hipétesis cientifica que desempefia el papel de instrumento de
emancipacion epistemoldgica del didacta y de la ciencia didactica respecto
de los codigos imperantes en la escuela (Gascon 2014). En particular, se
puede tomar como sistema de referencia para caracterizar la razén de ser
oficial de un cierto &mbito de la matematica escolar.

En este trabajo, utilizando la metodologia de investigacion de la TAD,
que ha sido experimentada en los casos citados anteriormente, describimos
el modelo epistemolégico dominante y caracterizamos la razon de ser
«oficial» del calculo diferencial en la citada institucién. Paralelamente, en
base a la conjetura de Ruiz-Munzén y al andlisis de la transposicion
didactica (Chevallard 1985) del CDE, proponemos los criterios generales
que deberd cumplir un MER que redefina la MF y asigne al CDE una razon
de ser alternativa a la oficial que sea méas acorde con el papel que este
desempefia en la actividad cientifica. Como culminacidn de este proceso,
constatamos y empezamos a estudiar el fendmeno didactico de la falta de
visibilidad escolar de la modelizacion funcional y la correspondiente
ausencia de una posible razén de ser del calculo diferencial elemental en
este &mbito, al tiempo que proponemos una alternativa para superar las
limitaciones de la organizacion matematica institucionalizada. Estos son, en
sintesis, los objetivos fundamentales de este trabajo.

Tipos de Tareas que Propone el Sistema de Ensefianza Portugués para
Dar Sentido al Estudio del Calculo Diferencial en el Paso de
Secundaria a la Universidad

En esta seccion describiremos con cierta precisién las funciones que el
calculo diferencial elemental (en adelante CDE) desempefia efectivamente
en el dltimo curso de la ensefianza secundaria portuguesa (alumnos entre
16-18 afios) y el primer curso de algunos grados universitarios (alumnos
entre 18-19 afios).

En este trabajo, denominaremos CDE al conjunto de temas que se
incluyen bajo dicho epigrafe en la Gltima etapa de la ensefianza secundaria



REDIMAT 6(3) 285

portuguesa y en los primeros cursos universitarios de algunas licenciaturas
0 grados como, por ejemplo, los de Bioquimica, Medicina Nuclear,
Economia, Biologia, Geologia, Ingenierias, Ciencias Farmacéuticas, etc.
(cf. Lucas, 2015, p. 84-85).

Aungue en este trabajo nos centraremos en el caso del sistema educativo
portugués, los resultados y las conclusiones a los que llegaremos son
aplicables en gran medida a otros sistemas educativos, tales como, por
ejemplo, a los sistemas educativos espafiol, francés y brasilefio, entre otros.
Algunos de los datos que nos permiten ampliar dichas conclusiones pueden
ser consultados en Lucas (2015) y en Gascon, Lucas, Nicolds y Sierra
(2016).

La metodologia que vamos a utilizar para describir las funciones que el
Célculo desemperfia en el Gltimo curso de Secundaria y el primer curso
universitario consistird en un trabajo de identificacion y descripcion
sistematica (y tan exhaustiva como sea posible) de los tipos de tareas y de
las cuestiones que el sistema escolar considera que requieren del uso de las
nociones y las técnicas del Calculo. La cuestion que pretendemos responder
puede plantearse inicialmente mediante un enunciado general:

Q1: ¢En qué tareas escolares se utilizan los principales componentes

(nociones, técnicas y discursos tecnoldgico-tedricos asociados) del

Célculo? (Qué cuestiones requieren para ser respondidas, segun la

organizacion matematica escolar, el uso de dichos componentes? Esto

es, ¢qué tareas se proponen en la practica matematica escolar para dar

sentido a (o justificar el estudio de) las citadas nociones, técnicas y

discursos tecnolégico-teéricos?

Para precisar el alcance de la cuestion Q; formularemos un conjunto de
cuestiones derivadas Qi mucho mas concretas. Para responder a estas
cuestiones utilizaremos como base empirica los siguientes materiales:

De la ensefianza secundaria portuguesa:
e manuales escolares de Matematica A de la ensefianza secundaria
(11.°y 12.° afio de escolaridad);
e exdmenes nacionales de Matematica A (del final de secundaria de
cursos de Ciéncias e Tecnologias y de Ciéncias Sdcio-
Econdmicas).
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Del primer curso de la ensefianza universitaria portuguesa:

e apuntes tedricos y ejercicios en fichas de trabajo de los profesores
de célculo diferencial e integral del primer curso universitario de
los grados indicados anteriormente;

e examenes.

Se resefia que, al contrario del sistema educativo espafiol, el sistema
educativo portugués es centralizado, o0 sea, se estudia esencialmente lo
mismo en todas las escuelas y universidades del pais. Asi, en esta seccidn,
las cuestiones que planteamos al sistema educativo portugués se proponen
utilizando las nociones que proporciona el modelo epistemoldgico en torno
al Célculo dominante en la institucion. Posteriormente introduciremos un
modelo epistemoldgico alternativo al oficial lo que nos permitira, al
disponer de un punto de vista externo y explicito, profundizar en la
caracterizacion de la razon de ser que se asigna oficialmente al Calculo en
dicha institucion.

Qui: ¢ENn qué tipos de tareas escolares se utiliza la nocién de limite de
una funcion (en un punto o en el infinito)? ;Qué cuestiones escolares
requieren para ser respondidas del calculo de limites funcionales? En
particular, ¢se utilizan los limites funcionales para fundamentar el estudio
de la continuidad de una funcion?

e Ry;:! Habitualmente se calculan limites de funciones en un punto o
en el infinito sin ningun otro objetivo. En algunos casos, se utilizan
para determinar las asintotas de la funcion o para estudiar la
continuidad de la misma. En este Gltimo caso es habitual caer en un
razonamiento circular, puesto que algunos manuales y los
documentos curriculares analizados recomiendan, para calcular el
limite de una funcion en un punto de abscisa x,, substituir x por
Xo Y Si este procedimiento conduce a una indeterminacion,
entonces se propone que se utilicen Unicamente técnicas algebraicas
para deshacerla. También se utilizan limites para calcular la
derivada en un punto (haciendo uso de la definicion) pero sélo en
casos muy sencillos, lo que provoca una predominancia escolar de
las técnicas de derivacién algebraicas sobre la técnica del limite del
cociente incremental.
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En la mateméatica escolar es muy habitual la tarea que consiste en
«verificar si una funcion definida a trozos es continua o diferenciable»,
como, por ejemplo, la tarea siguiente:

5. (3,5 val.) Considere a funcao f: R — R, continua em R e definida por:
T arctan /T , ser =0
flz) =
log(z? + o+ 1), sex <0
(a) Justifique que f{0) = 0 e verifique se f é ou nao diferencidvel no ponto zero.

Resolugdon. (0.5 val.) Uma vez que f & continua em 0, temos f{0) = f(07) = f(07).
Logo, por ex., f(0) = lim,_, o+ x arctan /& = (.
Para vermos se é diferencidvel em 0, caleulamos

f3(0) = lim % = lim rarctanvr _ 1i111| arctan vz = 0,
T—0+ xr — 0+ 7 0
S () N y 2r+41
fL0) = lim fl) = SO _ lim loga?+z+1) _ lim 2224 —
o 0 r—0 o T r—0-

(onde se usou a Regra de Cauchy para levantar a indeteminacio 3). Como fi(0) #
(]

fL(0), f nao é diferencidvel em 0.

Figura 1. Tarea de un examen para justificar que una funcion no es diferenciable

Qu2: El estudio y la representacion grafica de funciones, ;qué tipo de
cuestiones viene a responder en la matematica escolar?

o R En la matematica escolar se utilizan las representaciones
graficas de funciones elementales para observar algunas de sus
caracteristicas o propiedades, tales como: el dominio y el recorrido,
los ceros, el signo, la monotonia y los extremos. La gréafica de una
funcion y la de la funcién derivada no se suelen considerar como
modelos graficos de un sistema. Por tanto, no se suele utilizar la
grafica de la funcién modelo para extraer informacion del sistema.

Qius: ¢En qué tareas escolares aparece la necesidad de calcular la

derivada de una funcién en un punto?

e Rz Se calcula la derivada de una funcién en un punto para
determinar la pendiente de la recta tangente al grafico de la funcion
en dicho punto y, en algunas ocasiones, para calcular la tasa de
variacion de un modelo funcional dado. La tarea de calcular la
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ecuacion de la recta tangente a la grafica de una funcién en un
punto se considera como un objetivo en si mismo.

Qua: ¢Qué cuestiones permite responder la funcién derivada de una
funcion? ;Y las funciones derivadas de orden superior?

e Ry La funcién derivada de una funcidn se utiliza para determinar
los intervalos de monotonia y los extremos de la funcion dada, en
particular, en la resolucién de problemas de optimizacion o en la
construccion o identificacién de un posible esbozo del gréafico de
una funcion dada.

La funcion derivada segunda se emplea en el estudio de la
concavidad/convexidad de una funcion y en la determinacién de los puntos
de inflexion. En algunos casos se utiliza la funcion derivada segunda para
calcular la aceleracion de un cuerpo. Las funciones derivadas de orden
superior a 2 se utilizan en los inicios de la ensefianza universitaria
portuguesa para escribir el Polinomio de Taylor, lo cual no se interpreta
como un modelo funcional aproximado de cierto sistema.

Qis: ¢Cudl es la razon de ser oficial de la nocion de primitiva de una
funcion y del célculo de primitivas?

e Ris: En el sistema educativo portugués el calculo de primitivas se
desarrolla especialmente en el primer curso universitario sin
atribuirle una verdadera funcionalidad, o sea, la determinacién de la
primitiva de una funcién es un objetivo en si mismo (se utilizan las
primitivas solo para calcularlas y nada més). En el dltimo curso de
Secundaria aparece Unicamente la nocion de antiderivada en
algunos manuales.

Qis: ¢Para qué se utiliza en la matematica escolar el célculo de

integrales definidas en un intervalo?

e R En la Universidad se utilizan las integrales definidas
habitualmente para calcular areas bajo una curva y entre curvas.
También en tareas dirigidas a calcular volumenes de solidos de
revolucién y longitudes de curvas planas.

Qi7: ¢En qué tipo de tareas se utiliza escolarmente el Teorema

Fundamental del Calculo?

e Rai7: Aparece por primera vez en la ensefianza universitaria y se
utiliza para definir la nocion de integral como la inversa de la
derivada. Se usa para mostrar que una funcion es diferenciable, o
incluso para justificar el calculo de la funcién derivada de una
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funcion dada mediante una integral definida con extremos variables
como, por ejemplo, en la siguiente tarea:

) o a, b sho diferoncidvels (0 com o8 mesmo sinal ), temos do Teoroma Fundamenta

Caleulo que F' ¢ diferenciavel e, para x # 0

Figura 2. Tarea de un examen en que se utiliza el Teorema Fundamental del
Caélculo para determinar la Funcién Derivada de una Funcién.

Qis: ¢Para responder a qué tipo de cuestiones se necesita resolver
ecuaciones diferenciales (inmediatas)?

Ris: En los inicios de la ensefianza universitaria portuguesa aparecen
muchos ejercicios en los que la resolucion de una ecuacion diferencial se
plantea como un objetivo en si mismo y, muy excepcionalmente, aparecen
tareas cuya realizacion requiere resolver ecuaciones diferenciales
(inmediatas) para calcular una funcién, conocidas sus derivadas primera y
segunda y el valor de la funcién en un punto.

Conjetura de Ruiz-Munzén: Una Posible Razén de Ser del Célculo
Diferencial Elemental como Alternativa a la Razén de Ser Oficial

El anélisis de la razén de ser oficial del Célculo en la transicidn entre la
Secundaria y la Universidad, tal como se describe en la seccion anterior,
muestra ciertas incoherencias. Por ejemplo, se usa el limite para estudiar la
continuidad de una funcidén en un punto y, sin embargo, se supone que la
funcién es continua como técnica para calcular dicho limite. Ademas, las
respuestas que proporcionan los documentos curriculares a las cuestiones
Qairevelan una fuerte atomizacion y rigidez de las funciones que se asignan
escolarmente al CDE en el sistema portugués.
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En un ambito mas general, diversas investigaciones analizan la
contraposicion entre la rigidez de la actividad matematica escolar y su
necesaria flexibilidad para que los alumnos puedan llevar a cabo una
actividad matematica «genuina» (Dreyfus 1991; Sfard 1989; Tall 1996;
Ponte y Matos 1996). Esta rigidez y atomizacién de la organizacion
matematica escolar se pone especialmente de manifiesto cuando la
comparamos con la actividad cientifica. En efecto, el calculo diferencial ha
desempefiado histéricamente (y sigue desempefiando) un papel muy
relevante en la actividad cientifica, especialmente, en la construccidn,
utilizacion y comparacion de modelos funcionales. En Lucas (2015), para
estudiar el fendmeno especifico de la desarticulacién escolar entre el CDE
y la modelizacion funcional (MF), hemos indagado la evolucion histdrica
del papel del Célculo en la ensefianza secundaria portuguesa, el origen
transpositivo de dicho fendmeno, las condiciones que lo mantienen y sus
principales consecuencias didacticas.

Para indagar los resultados obtenidos por las diferentes investigaciones
didacticas, hemos llevado a cabo un estudio panordmico del tratamiento que
ha recibido el problema didactico del calculo diferencial en Educacion
Matematica (Kaput 1992; Dubinsky y Harel 1992; Asiala et al. 1997;
Cantoral y Montiel 2003; entre otros).

En particular, Michéle Artigue, en 1998, al estudiar la evolucién de los
programas del Calculo en los curriculos franceses, constatd que, en el
curriculo de 1982:

La actividad matematica se organiza en torno a la resolucion de
problemas: problemas de optimizacidn, aproximacién de nimeros y
funciones, modelos de variaciones discretas y continuas... La
nocion de derivada, sobre todo la de funcion derivada, instrumento
esencial para la resolucion de tales problemas, se vuelve la nocion
central.

El orden ldgico ‘limites-continuidad-derivadas’ se rompe: Se ha
introducido un lenguaje minimo intuitivo de los limites para
fundamentar la introduccion de la derivacion, luego la nocion de
funcién derivada se vuelve la pieza maestra del edificio; la nocion
de continuidad casi desaparece, ya que, con la definicion elegida
para la nocion de limite, cualquier funcién que tiene un limite en un
punto de su dominio de definicién es necesariamente continua en
este punto. (Artigue, 1998a, p. 48).
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En el mismo afo, Artigue relata que, en los afios 80, en la Universidad
de Paris, fue detectado un problema didactico relativo al conflicto entre las
matematicas y la fisica alrededor del calculo diferencial. Un estudio del
proceso de transposicién didactica de las matematicas y de la fisica tuvo la
ambicion de conducir a la elaboracién de productos eficaces de ingenieria
didactica considerando modelizaciones diferenciales e integrales. Este
estudio mostrd que en matematicas predomina la funcion de aproximacion
local (célculo de errores, determinacion de las tangentes, plano tangente,...),
mientras que en fisica impera la funcién de aproximacién lineal local (con
el paso de local a global) para buscar una ley de variacion o para definir y
calcular ciertas cantidades de magnitud (por ejemplo, el concepto de trabajo
de una fuerza variable en una trayectoria no rectilinea, a partir de la nocion
de trabajo de una fuerza constante en un camino recto). Muchos de los
comportamientos observados entre los estudiantes y los profesores se hacen
comprensibles si se tiene en cuenta el hecho de que estas dos funciones no
estan, en el proceso de transposicion didactica habitual, claramente
identificadas ni distinguidas. Asociada a esta brecha didactica esta la
diferente forma de representar la derivada en las matematicas y la fisica
(Artigue, 1998b).

En Lucas (2015) también analizamos las relaciones que las diversas
investigaciones didacticas propugnan entre el CDE y la MF, en el paso de
Secundaria a la Universidad (Schneider 1991; Winslgw 2007; Galbraith
2011; Bravo y Cantoral 2012; Trigueros 2009; entre otros). En este estudio
se concluyé que muchas de las investigaciones didacticas analizadas
tienden a asumir la razén de ser oficial del CDE vy, en consecuencia, no se
reformula la actividad de MF mediante una estructura articulada de tareas
matematicas coordinadas entre si, lo que origina que el papel del célculo
diferencial quede fragmentado en aplicaciones puntuales.

En este mismo sentido, y en relacion con el problema didactico del
calculo diferencial elemental, Noemi Ruiz-Munzo6n conjeturd que la razén
de ser del CDE podria situarse en el ambito de la modelizacion funcional,
esto es, en el &mbito de la actividad de modelizacion matematica en la que
los modelos se expresan mediante funciones:

[...] la modelizacién funcional, tal como Se caracteriza en este
trabajo, deberia constituir la razon de ser del calculo diferencial del
Bachillerato y de los primeros cursos universitarios. Pero hemos de
reconocer que se necesita un estudio mas detallado para contrastar
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empiricamente dicho postulado lo que requerira, en particular,
desarrollar el MER propuesto para la modelizacién algebraico-
funcional de tal manera que integre la actividad matematica
elemental en torno al célculo diferencial e integral. (Ruiz-Munzon
2010, p. 379, vol. 1).

En coherencia con esta conjetura y en base a los analisis citados,
enunciaremos los rasgos fundamentales o criterios generales que debera
cumplir un modelo epistemoldgico de referencia (MER) que redefina la
modelizacién funcional y permita asignar al CDE una razon de ser
alternativa mas acorde con el papel que desempefia en la actividad
cientifica. Delinearemos Unicamente las principales caracteristicas de este
modelo cuya construccion detallada puede consultarse en Lucas (2015).

En este trabajo utilizaremos dichos criterios generales que debe cumplir
el MER a modo de sistema de referencia provisional para formular
cuestiones a los documentos curriculares escolares cuyas respuestas nos
permitiran, en primer lugar, caracterizar el modelo epistemolégico
dominante en torno a la MF. Y, una vez situados en el &mbito de la
modelizacién funcional asi redefinida por el modelo epistemolégico de
referencia, podremos plantear cuestiones para indagar las relaciones entre la
MF y el CDE. Las respuestas a estas nuevas cuestiones nos permitiran
profundizar en la caracterizacién de la razén de ser «oficial» que se asigna
actualmente al CDE vy en el analisis de la desarticulacion escolar entre él y
la MF.

Enunciamos a continuacion los criterios que proponemos para
caracterizar la modelizacion funcional y que también pueden considerarse
como condiciones que imponemos al modelo alternativo que tomaremos
como sistema de referencia.

e En el MER que proponemos se deben explicitar detalladamente
diferentes procesos de construccién, utilizacion y comparacién de
los modelos funcionales, la relacion entre ellos y el papel que juega
el Célculo en los mismos.

e Dicho modelo deberd tomar en consideracion las relaciones entre
los modelos funcionales discretos y los continuos y, por tanto,
completar relativamente el presentado en Ruiz-Munzon (2010).

o En algunos casos, y como paso previo a la construccion de los
modelos funcionales continuos, se partira de datos discretos y, por



REDIMAT 6(3) 293

tanto, se trabajaré inicialmente con modelos discretos expresados
en términos de sucesiones y de ecuaciones en diferencias finitas.

e Si se parte de datos discretos, se utilizaran diferentes tipos de
regresion para pasar de los modelos discretos a los modelos
continuos ya sea partiendo, en funcion de la naturaleza del sistema
a modelizar, de los datos brutos, de la tasa de variacion media
(TVM) o la tasa de variacion media relativa (TVMR), para
construir modelos funcionales que ajusten un conjunto de datos
discretos.

e Se justificard y evaluara el proceso de aproximacion de los modelos
discretos, (formulados en términos de ecuaciones en diferencias
finitas), mediante modelos continuos (dados mediante ecuaciones
diferenciales).

e Se mostrara que, dependiendo de la naturaleza del sistema a
modelizar, la aproximacion por regresién sobre la TVM o la
TVMR (sucesiones que se obtienen a partir de los datos brutos)
proporciona modelos funcionales relativamente mas ajustados vy,
sobre todo, con mejor capacidad predictiva que los que se obtienen
aproximando directamente los datos discretos brutos.

e Se pondréa de manifiesto la economia técnica que supone el paso de
lo discreto a lo continuo mostrando, mediante calculos explicitos,
en qué sentido y para responder a qué tipo de cuestiones las
técnicas del Calculo son mas econdmicas que las técnicas
algebraicas de la matematica discreta.

e Se construiran y articularan diferentes tipos de variacion tanto entre
magnitudes discretas como entre magnitudes continuas®. Cada uno
de estos tipos se caracterizara imponiendo condiciones (hipdtesis)
sobre la TVM o sobre la TVMR. Se delimitara de esta forma un
cierto universo de tipos elementales de variacion.

e Se interpretard, utilizando las técnicas del Célculo, el significado de
los parametros de un modelo funcional en términos del sistema.

e Se utilizard el CDE para estudiar las propiedades locales de los
modelos  funcionales construidos (que posteriormente se
interpretaran en términos del sistema modelizado).

e Si se parte de datos continuos, se construird con técnicas
algebraicas la propia funcion modelo o bien su derivada. En este
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altimo caso, el modelo funcional se construye integrando una
ecuacion diferencial.

En todos los casos, los procesos de modelizacion funcional se
desarrollardn con el objetivo de dar respuesta a una cuestion
generatriz suficientemente general y relativamente ambigua en el
sentido que debe ser una cuestién formulada con «pardmetros»
abiertos que so6lo progresivamente deben convertirse en datos
concretos.

Los procesos de modelizacion funcional (MF) que forman parte del
MER deben estar encaminados a estudiar la variacion de cierta
magnitud (longitud, area, volumen, trabajo, energia, etc.) respecto
de otra u otras.

Este conjunto de condiciones permite precisar la nocion de modelizacién
funcional tal como la conceptualizamos en este trabajo. Esta caracterizacion
permitira clarificar el significado de la conjetura de Ruiz-Munzén (2010)
segun la cual la razén de ser (o una posible razén de ser) del CDE se sitla
en el ambito de la MF.

Para terminar, digamos que estructuramos la MF mediante los cuatro
estadios de cualquier proceso de modelizacion matematica (Chevallard
1989; Gascon 2001), sin prejuzgar una sucesion temporal lineal entre ellos:

Primer estadio: Delimitacion o construccion del sistema
(matematico o extramatematico) a modelizar en el que se formulan
cuestiones problematicas y conjeturas.

Segundo estadio: Construccion del modelo matematico del sistema
y reformulacion de las cuestiones iniciales.

Tercer estadio: Trabajo técnico dentro del modelo e interpretacion
de este trabajo y de los resultados en términos del sistema.

Cuarto estadio: Necesidad de un nuevo proceso de modelizacion
para responder a nuevas cuestiones.

Caracterizacion de la Modelizacion Funcional Escolar y del Papel del
Célculo en Dicho Ambito a la Luz del Modelo Epistemolégico de

Referencia

La metodologia que utilizaremos en esta seccion estd basada
completamente en el MER puesto que se trata de indagar cuales de los
componentes que constituyen la MF, tal como ha sido redefinida por el
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modelo de referencia, estan presentes en la practica matematica escolar y
qué papel desempefia el Calculo en dicho &mbito. Una forma de
sistematizar esta indagacion consiste en responder a un conjunto de
cuestiones derivadas de la siguiente cuestidn general:

Q2: ¢Como vive la modelizacion funcional en el transito de la ensefianza
secundaria a la ensefianza universitaria?, esto es, ¢cual es el modelo
epistemoldgico dominante en torno a la MF en dicha institucion? ¢Qué tipo
de actividades contiene y en qué estadios de la modelizacién matematica se
sitlan dichas actividades? ;Qué papel desempefia el CDE en cada uno de
los estadios de la MF?

De nuevo, para precisar el alcance de la cuestion Q; formularemos un
conjunto de cuestiones derivadas Q2 mucho mas concretas. Para responder
a estas cuestiones utilizaremos la misma base empirica citada en el caso de
la cuestibn Qi Plantearemos las cuestiones Q. al sistema educativo
portugués.

Q21: ¢Se asigna a los estudiantes la responsabilidad de construir
modelos funcionales? En particular, ¢se propone la construccion de modelos
numéricos o graficos a partir de datos discretos?

e Ry Casi todos los modelos funcionales que aparecen en la
matematica escolar estan dados de antemano. En algunas tareas se
propone excepcionalmente la construccion de modelos funcionales
a partir de datos continuos expresados en términos de relaciones
entre variables. Estd practicamente ausente la construccion de
modelos numéricos o graficos a partir de datos discretos y nunca se
formulan hipétesis sobre la variacion (TVM o TVMR).
Consecuentemente no se construyen modelos en términos de
ecuaciones en diferencias finitas.

Q22: ¢Se utiliza la integral definida para construir modelos funcionales?
¢Se construyen o, al menos, aparecen modelos en términos de ecuaciones
diferenciales de integracion elemental?

o Rx: En la matematica escolar no se utiliza la integral definida para
construir modelos funcionales y sélo excepcionalmente aparece
alguna ecuacion diferencial desempefiando el papel de modelo de
un sistema.

Q23 ¢Los modelos funcionales que aparecen en la matematica escolar

vienen dados por familias de funciones?
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e Ry En los documentos analizados aparecen muy pocas tareas que
impliquen un trabajo dentro de modelos funcionales que vengan
dados mediante una familia de funciones que depende de uno 0 méas
parametros. En dichas tareas se fija rapidamente el valor de los
parametros reduciendo el modelo a una Unica funcion. Ademas,
nunca se solicita al estudiante que conjeture sobre una posible
construccion de tales modelos.

Adbmiita qae n intenssdsde da hae solar, & metros shaiso da saperficie da Agas, & dadda, mema certa anidade
i pwealbali, e
iz Firs I\"|| = 1)
a o b s copstantes posslives gque dependem do mstante ¢ do loead omle ¢ electusds s mesdican
Semipre aise w0 alribin o owlor & @ e am wlor a b oliess aimna fancas de domdiie B
Conmiiberre ngiorm b 0, 0f & 1mn

Estuale vsea fancao quanto i monotonin o existincin de wsintotas do s grisfion

Interprede om renallades ol sbos oo conlexto ds sitascin deserils

Figura 3. Tarea de apuntes de profesor en que solo se trabaja el modelo ya
construido

Q24: ¢En qué estadios del proceso de modelizacion (cf. final de la
seccion 3) se sitlan prioritariamente las actividades de MF que aparecen en
los materiales escolares analizados?

o Rz En la matematica escolar, las actividades de MF que se llevan
a cabo se sitlan esencialmente en el tercer estadio del proceso, lo
que significa que el modelo ya esta dado de antemano y Gnicamente
se solicita el trabajo técnico dentro del mismo y, en algunos casos,
la interpretacion de los resultados de dicho trabajo en términos del
sistema.

Q2: ¢Se plantean cuestiones problematicas iniciales relativamente
genéricas y abiertas como punto de partida de un proceso de modelizacion
funcional a largo plazo? (Se lleva a cabo o se propone explicitamente, la
delimitacion o construccion de un sistema mediante la eleccion de ciertas
variables y la formulacion de ciertas hipdtesis sobre el sistema? ;Cudl es el
grado de autonomia del que disfrutan los alumnos en estos procesos de
estudio?

e Ry: En la matematica escolar no se plantean cuestiones
probleméticas abiertas generadoras de procesos de MF ni se asigna
a los estudiantes la responsabilidad de delimitar los sistemas a
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Qzs:

modelizar mediante la eleccion de variables y la formulacion de
hipdtesis.
En la organizacion matematica escolar del bloque de célculo

diferencial e integral, ;qué papel se asigna a la MF?

R2s: En los diferentes materiales curriculares analizados se observa
que las actividades de modelizacién funcional se consideran como
meras aplicaciones de ciertas nociones y técnicas matematicas
estudiadas previamente. Se trata de una forma de interpretar la
relacion entre las matematicas y las otras disciplinas que hemos
denominado aplicacionismo y es una consecuencia de la
epistemologia de las matematicas dominante en ciertas
instituciones universitarias. Para el aplicacionismo, las matematicas
no son constitutivas de los fendomenos cientificos, solamente se
aplican a posteriori para cuantificarlos (Barquero et al. 2014).

Q27: ¢Se estudia la relacion entre los modelos discretos y los continuos
y, en particular, se utilizan diferentes tipos de regresion para pasar de los
modelos discretos a los continuos?

R27: Se construyen muy pocos modelos a partir de datos empiricos
discretos. Por lo tanto, no se utiliza el Calculo como instrumento
para transformar un modelo discreto en un modelo continuo ni,
tampoco, se utilizan las técnicas de «discretizar» para pasar de
trabajar con un modelo funcional continuo a trabajar con modelos
numéricos discretos. En general, no se relacionan los modelos
continuos con los discretos.

Q2s: ¢Se trabaja con ecuaciones en diferencias finitas mostrando que
una de las razones de ser de la nocién de derivada en este nivel educativo
no es otra que su economia técnica (en comparacion con las técnicas de
resolucién de ecuaciones en diferencias finitas) cuando se trabaja con
modelos funcionales?

Ros: Estd practicamente ausente la técnica de aproximar una
ecuacién en diferencias finitas por una ecuacion diferencial, asi
como la técnica reciproca. Ademas, no se trabaja con diferencias
finitas. En consecuencia, estd completamente ausente la
comparacion en términos de economia y fiabilidad de las técnicas
algebraicas de resolucion de ecuaciones en diferencias finitas con
las técnicas de resolucion de ecuaciones diferenciales elementales.
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Q29: En la matematica escolar, ;cOmo se estudia la variacion de una
magnitud respecto de otra (u otras)? En particular, ;como se estudia la
variacion del area de una region plana, de la longitud de un arco de curva o
de un volumen de revolucion?

o Ry En el paso de Secundaria a la Universidad no se estudia
propiamente la variacién de las magnitudes area, longitud y
volumen. Este estudio se podria hacer perfectamente con las
técnicas y la tecnologia del CDE de la que se dispone, lo que
requeriria simplemente llevar a cabo un proceso de modelizacion
funcional para obtener conocimientos sobre el sistema modelizado.
En lugar de eso, el sistema escolar aunque construye la funcién que
podria hacer el papel de modelo, reduce el problema a calcular el
valor concreto que toma dicha funcion para determinados valores
de la variable independiente.

En general, podemos decir que en el estudio escolar de la variacién de
magnitudes continuas se ocultan diversas tareas y técnicas matematicas que
constituyen componentes esenciales de la MF y del papel del CDE en el
ambito de la MF. Ademas, en los casos en que se construye (aungue sea
implicitamente) un modelo funcional, se suelen proporcionar los datos para
poder construir la funcién F’(x) (y, en algunos casos, dicha derivada es un
dato explicito del problema) evitando asi la necesidad de aproximar una
ecuacion en diferencias finitas mediante una ecuacion diferencial (puesto
que ésta se puede construir directamente).

Asi, por ejemplo, en la matematica escolar no se explicita en ningln
momento que se estd construyendo un modelo funcional dado por la
funcion:

X
F(x) = f 1+ (f'(t)?dt
a

Anélogamente, algunos libros de texto, para modelizar la variacion
continua de la magnitud longitud de arco de curva utilizan la variacion
infinitesimal, dF de dicha longitud entre dos abscisas «muy proximas» x y
x + dx.

(dF(x))? = (dx)* + (df (x))?

de donde se deduce directamente el modelo matematico expresado en
términos de una ecuacion diferencial elemental:
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n0 - ()

En este ejemplo (y en muchos otros como es eI caso de la variacidn del
volumen de un solido de revolucion) la derivada 22 de la funcion incognita
se puede construir con los datos del problema pero no estd dada
directamente. A pesar de lo cual, tampoco en este caso se suele considerar
gue la incAgnita sea la funcion F, ni se trabaja con esta funcion como
modelo para responder a cuestiones que surgen en el sistema que modeliza
(més all4 de calcular un valor de la longitud de un segmento de curva
concreto).

Estrictamente podria decirse que se utiliza el Calculo para pasar de %£ a
calcular F(x), en el bien entendido que 2f 0 bien es un dato, o bien puede
obtenerse a partir de los datos, aunque sea de una forma no justificable en la
institucion en cuestion.

En resumen, dado que en la practica matematica escolar no se considera
en ningun momento que se esté llevando a cabo un proceso de MF, no se
considera que exista un sistema que se estd modelizando para utilizar el
modelo matematico como instrumento para responder a cuestiones
problematicas que surgen en dicho sistema. Tampoco se considera que la
incognita sea una funcion ni una familia de funciones, sélo interesa
(escolarmente) determinar algunos de los valores concretos F(c) de dicha
funcion.

A Modo de Conclusion: El Fenémeno Didéactico de la Falta de
Visibilidad Escolar de la Modelizacion Funcional y la Correspondiente
Ausencia de una Posible Razén de Ser del Calculo Diferencial
Elemental

Las tareas que el sistema de ensefianza portugués plantea como razon de ser
oficial del CDE, segin se desprende de las respuestas a las cuestiones
derivadas de Qi son tareas bastante aisladas entre si y poco relacionadas
explicitamente con la MF por lo que, en principio, no podrian considerarse
como componentes manifiestos de los procesos de MF. Se trata de tareas
que, en la practica escolar, se llevan a cabo para responder a cuestiones que
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generalmente demandan una cantidad concreta de cierta magnitud o, en su
defecto, un niamero concreto. En los pocos casos en que la incégnita es una
funcidn no se requiere trabajar con ella para obtener nuevos conocimientos.
Asi, por ejemplo, la tarea relativa a la determinacién de la ecuacion de la
recta tangente a la gréafica de una funcién en un punto, se propone en la
practica matematica escolar para responder a una cuestion relacionada con
la variacion instantanea de una funcion en un punto determinado o con la
aproximacion local de ésta mediante una funcion lineal. Se trata, por tanto,
de responder a una cuestion muy particular relacionada con un aspecto
concreto de dicha funcién cuya respuesta requiere el uso de las técnicas del
CDE. Pero si interpretamos la funcién de partida como un sistema en el que
ha surgido la citada cuestion problemética, es posible plantear una pregunta
mas general relativa a la variacion de la funcion y, en ese caso, la respuesta
gue se requiere es, a su vez, una funcién (la derivada de la funcién de
partida) que podemos considerar como un modelo funcional de esta y que,
en particular, permitird responder a otras muchas cuestiones relativas a la
variacion de la funcién de partida.

Otro ejemplo lo constituyen las tareas relativas al calculo de primitivas
elementales. Aunque éstas podrian utilizarse para la construccion de
modelos funcionales (como punto de partida de procesos de MF), ni el
curriculo portugués actual del Gltimo curso de Secundaria ni el del primer
curso universitario proponen esta funcionalidad para dicho tipo de tareas.

En general, puede mostrarse que los tipos de tareas que constituyen
efectivamente la razon de ser oficial del CDE se pueden reinterpretar como
parte de procesos de MF aunque, en la practica escolar, la relacion de estas
tareas con los procesos de MF es en unos casos totalmente inexistente y, en
otros, s6lo alcanza una pequefia parte de uno de los estadios de dichos
procesos.

Por otra parte, las respuestas a las cuestiones derivadas de Q2 ponen
claramente de manifiesto que la MF, tal como la hemos caracterizado en la
seccidn 3, estd practicamente ausente en el paso de Secundaria a la
Universidad. Esta ausencia se pone especialmente de manifiesto si
consideramos que un proceso de modelizacion funcional constituye un
recorrido matematico indivisible que parte de una cuestion problematica y
culmina en una respuesta provisional a dicha cuestion. Desde este punto de
vista, las tareas que podrian constituir componentes de procesos de MF y
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que, de una u otra forma, estan presentes en la practica matematica escolar,
son muy escasas Y, ademas, aparecen aisladas.

Ademas, los datos empiricos recogidos en los documentos analizados
muestran que en los pocos casos en que se utiliza el Célculo para estudiar
algunos aspectos de un sistema mediante el trabajo en un modelo funcional
que lo describa, el modelo suele estar dado de antemano o, en el mejor de
los casos, es construible mediante técnicas algebraicas. Practicamente en
ningun caso la construccién del modelo parte de datos discretos obtenidos
empiricamente y, en todos los casos, el papel del CDE es muy limitado a lo
largo de todo el proceso de modelizacion, concentrandose esencialmente en
el tercer estadio de dicho proceso. Las tareas relacionadas con la resolucion
de problemas de optimizacion son practicamente las Unicas en las que se
lleva a cabo el estudio de un sistema a partir de un modelo funcional. En
estas tareas, el papel del Calculo no va mucho mas alla del calculo de los
extremos y el estudio de la monotonia del modelo funcional.

Dejando aparte los problemas de optimizacién, algunas practicas
matematicas escolares que se acercan a lo que podria ser un verdadero
proceso de MF no aparecen como tales. Un ejemplo muy evidente de la
existencia de estos modelos funcionales ocultos en la practica matematica
escolar esta relacionado con el célculo del &rea de regiones planas, de
longitudes de arcos de curvas y de volimenes de revolucidn tal como
muestra la respuesta Ras.

Este ejemplo pone claramente de manifiesto que, incluso en los casos en
que el Calculo se utiliza efectivamente como instrumento imprescindible
para construir un modelo funcional, el sistema escolar no reconoce que se
trate de un proceso de MF, ni que el resultado del mismo sea un modelo
(funcional). En consecuencia, en la préctica matematica escolar no se
explotan las posibilidades del modelo construido como instrumento de
produccion de conocimientos del sistema modelizado. Este hecho
constituye otro indicio claro del fendbmeno de falta de visibilidad escolar de
la actividad de modelizacién funcional y de la correspondiente ausencia de
la razén de ser del CDE que el MER que proponemos le asigna, en
coherencia con el papel que desempefia el CDE en la actividad cientifica.
Postulamos, en resumen, que la forma como se trata en el paso de
Secundaria a la Universidad el estudio de la variacion de diversas
magnitudes continuas no deja ver que se estd construyendo un modelo
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funcional (utilizando el Calculo como instrumento de construccion del
mismo) puesto que lo que se toma como incognita, explicitamente, esto es,
el objeto matematico que se pretende construir, no es una funcién (o familia
de funciones) sino una férmula algoritmizada para calcular valores
concretos del area de cierta region plana, la longitud de cierta porcién de
curva o el volumen de un determinado cuerpo de revolucion.

En definitiva, podemos afirmar que la razén de ser que el MER asigna al
CDE, en el ambito de la MF, es una ampliacion (o generalizacion) radical
de la razén de ser oficial que le asigna el sistema educativo portugués
actual. En consecuencia, el modelo de referencia que proponemos, al
asignar al calculo diferencial elemental una nueva razén de ser que
explicita el papel que puede desempefiar a lo largo de todos los estadios de
la modelizacion funcional, permite sacar a la luz e interpretar un fenémeno
didactico-matemético que actualmente permanece oculto y que esta
profundamente ligado a la irrelevancia escolar de la MF.

Sin pretender buscar las «causas» de este fendmeno, el trabajo que
hemos desarrollado hasta aqui nos permite afirmar en efecto que la
languidez de la vida escolar de los procesos de MF depende en gran
medida, mas alla del fendmeno de la rigidez, atomizacién e incompletitud
de las organizaciones matematicas escolares (Fonseca 2004, Lucas 2010),
de la desarticulacién escolar entre el CDE y la MF, fruto de una
transposicion didactica que debemos seguir estudiando.

Notas

1 Indicaremos mediante el simbolo Rij la respuesta que aporta el sistema educativo
portugués a la cuestion designada previamente mediante Qij.

2 En la matematica escolar (en el transito de Secundaria a la Universidad) esta practicamente
ausente la problematica ligada a la caracterizacion y construccion de un universo de tipos de
variacion. En particular, no se caracterizan los tipos de relaciones funcionales que se toman
en consideracion ni se indica el por qué se excluyen otros tipos de relaciones funcionales
posibles.
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